SECONDE GENERALE ET TECHNOLOGIQUE CHAPITRE 5

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

{ Une formule

Un tableau
f(x) = x*-3x

de valeurs

une dépendance

y=f(x) de calcul

J
\ |
}/’

{ Une courbe { Un programme }

Changer de représentation permet de choisir l'outil le
plus adapté : calculer, lire, comparer, résoudre ou prévoir.

I Fonction et domaine d’étude
I.1 Une grandeur dépend d’'une autre

—| Définition 1

Soit D un intervalle ou une réunion finie d’intervalles de R. Définir une fonction f sur D, c’est associer a
chaque réel x € D un unique réel, noté f(x).

f:D—R, x — f(x).
Lensemble D est appelé ensemble de définition de f.

—| Définition 2

Six € D, le nombre f(x) est 'image de x par f. Si f(x) = y, alors x est un antécédent de y par f.

Un nombre de D a une seule image.
Une image peut avoir plusieurs antécédents, un seul ou aucun.

Exemple 3 : Une température au cours du temps
On note T(¢) la température, en °C, mesurée ¢ heures apres minuit. Le domaine d’étude est D = [0; 24]. Si
T(10) = 13, alors :
e I'image de 10 par T est 13;
* 10 est un antécédent de 13 par T.
Une méme température peut étre atteinte le matin puis le soir : elle posseéde alors plusieurs antécédents.
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I.2 Déterminer un domaine

= |

Pour déterminer un ensemble de définition donné par une expression :

¢ on interdit les valeurs qui annulent un dénominateur;
¢ on impose que I'expression sous une racine carrée soit positive ou nulle;
¢ on tient compte des contraintes du contexte.

Exemple 5
Pour
vVx+2
X) = ,
gx)=——
ilfaut x +2 =0, donc x = -2, et x # 1. Ainsi
D, =[-2;1[ U ]1;+ool.

Remarque I.1. Le domaine d’étude peut étre plus petit que 'ensemble de définition de I'expression. Par
exemple, la formule 4 (t) = 5t a un sens pour tout réel ¢, mais si ¢ représente la durée d’'une chute observée
pendant trois secondes, on étudie / seulement sur [0; 3].

Exercice 6 : Domaines

Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

=2 e =Vt k=YL

x+4 x—-5

Dy=R~{-4}, Dg=]-00;f], D;=[1;5[u]5;+ool.

I.3 Représentations d’'une méme fonction

4‘ Propriété 7

Une fonction peut étre définie ou décrite par :

¢ une formule ou un programme de calcul;
¢ un tableau de valeurs, qui ne montre que certaines images;
¢ une courbe représentative.

Exemple 8

La fonction f : x — x* — 2x — 3 admet le tableau de valeurs suivant :

x |-2 -1 0 1 3
fx)| 5 0 -3 -4 0
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II Courbe représentative

—| Définition 9 Y,

Dans un repere, la courbe représentative €,
d’une fonction f est 'ensemble des points M(x;
y) tels que

xeDy et y=f(x)}

On dit que € a pour équation y = f(x). f(a)

kV

Propriété 10

Pour un point A(a; b),
Ae€¢; <= aeDsetb=f(a).

Exemple 11

Soit f(x) = x*—2x 3.
* A(3;0) €6y, car f(3)=9-6-3=0.
* B(2;0) ¢ 6y, carf(2)=4-4-3=-3+0.
e SiC(-1;y)e€palorsy=f(-1)=1+2-3=0.

X |

e Pour lire f(a), on part de a sur I'axe des abscisses, on rejoint verticalement la courbe, puis on lit
I'ordonnée.

¢ Pour chercher les antécédents de k, on trace mentalement la droite horizontale y = k et on lit les
abscisses de ses points d’intersection avec €.

Une lecture graphique donne généralement des valeurs approchées.

III Fonctions affines

III.1 Expression et représentation

—[ Définition 13 } A

. bl s ) =mx 4
Une fonction f est affine lorsqu’il existe deux J

réels m et p tels que

‘f(x):mx+p‘.

(0;p)
Sa courbe représentative est une droite non pa- +1
ralléle al'axe des ordonnées. Le nombre m est le
coefficient directeur et p = f(0) est'ordonnée
alorigine.

Y
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Propriété 14 : Taux d’accroissement }

Pour deux réels distincts a et b,

_f(b)-f(a)
m = b—a .

Démonstration. Puisque f(x) = mx + p,

f(b)=f(a)=(mb +p)-(ma+p)=m(b-a).

Comme b — a # 0, on peut diviser par b — a. O

s |

Si une droite passe par A(—-2;4) et B(3;—1), alors

-1-4
m-=———=—
3-(-2)
Lexpression est donc f(x) = —x + p. Comme f(3) = -1, -3+ p = -1, dou p = 2. Finalement,

0)=-x+2]

II1.2 Variations et signe

4[ Théoréeme 16 }

Pour f(x)=mx+p:
e sim >0, f est strictement croissante sur R ;
e sim <0, f est strictement décroissante sur R;
e sim =0, f est constante sur RR.

Démonstration. Soienta < b. Alors b —a >0 et

f(b)-f(a)=m(b-a).

Cette différence a donc le signe de m.Sim >0, f(a) < f(b);sim <0, f(a) > f(b);sim=0, f(a) = f(b). O

4[ Propriété 17 }

Si m # 0, la fonction affine f(x) = mx + p s'annule en x, = —E. Son signe se lit sur la droite :
m

‘x<x0 xsz x>x0
m>0 - 0 +
m<0 + 0 -

Exemple 18

Pour f(x) =6-2x,onam =—-2<0et f(x) =0 pour x = 3. Ainsi, f(x) > 0sur |—o0;3[, f(3) =0et f(x) <0
sur |3; +ool.
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IV Fonctions de référence

IV.1 Unrépertoire graphique

—[ Définition 19 J

On appelle :
¢ fonction valeur absolue la fonction x — |x| définie sur R;
« fonction carré la fonction x — x? définie sur R;

1
¢ fonction inverse la fonction x — — définie sur R ~ {0};
X

¢ fonction racine carrée la fonction x — \/} définie sur [0; +ool;
fonction cube la fonction x — x® définie sur R.

yrx y = x|

Fonction Expression Domaine Signe et variations
ositive; décroissante sur | —oo; 0],
Valeur absolue |x| R p . ] ]
croissante sur [0; +oo[
, ositive; décroissante sur | —oco; 0],
Carré x? R pos ] ]
croissante sur [0; +oo[
1 signe de x; décroissante sur chacun des
Inverse — R~ {0} .
X intervalles | —oo;0[ et ]0; +oo[
Racine carrée ﬁ [0; +o0[ positive et croissante
Cube x3 R signe de x et croissante
Remarque IV.1. La fonction inverse est décroissante sur chacun des deux intervalles de son domaine. Elle
1 1
n'est pas décroissante sur R ~ {0} : par exemple, —1 < 1, mais - < T

IV.2 Démontrer des variations

Théoreme 20 : Variations de la fonction carré J

La fonction x — x? est décroissante sur | — oo ; 0] et croissante sur [0; +oo|.
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Démonstration. Soient 0 < a < b. Alors
b?>—a?=(b-a)(b+a)>0,

donc a? < b? :1a fonction carré est croissante sur [0; +oo|.
Sia<b<0,alorsa—b<0eta+b<0,donc

a’*—b*>=(a-b)(a+b)>0.

Ainsi a? > b? : 1a fonction carré est décroissante sur | —oco; 0]. ]

Théoreme 21 : Variations de la fonction inverse ]

. 1 . L
La fonction x — — est strictement décroissante sur | — oo;0[ et sur ]0; +oo.
X

Démonstration. Soient a < b deux réels non nuls de méme signe. Alors ab > 0 et

1 1 a-»b
——— = <0.
b a ab
1 1 » . 2 .
Donc P < — :l'ordre est inversé sur chacun des deux intervalles. OJ
a

Théoréme 22 : Position relative de y = x et y = x* ]

Pour x =0,
x’<x si0sx<l,
1.

x’=x six=

Démonstration. On étudie x*> — x = x(x — 1). Pour x = 0, son signe est celui de x — 1. Il est donc négatif ou nul
sur [0; 1], puis positif ou nul sur [1; +o0o]. O
Exemple 23 : Comparer sans calculatrice

Comme —3 < —2 < 0 et que la fonction carré est décroissante sur | —co; 0], on a (—3)? > (-2)%. De méme,

4 < 5 et la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +oo[, donc 7 > =

Y

Exercice 24 : Equations de référence

Résoudre dans R :

{-3;3, @,  {-3;3} 25},  {-2}, {1}
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V Variations et extrémums

4[ Définition 25 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
¢ f estcroissante sur I si, pour tous a,b €1,

a<b= f(a)<f(b).
¢ f estdécroissante sur I si, pour tous a,b €1,
a<b= f(a)=f(b).

* Une fonction est monotone sur I si elle y est croissante ou décroissante.

D
décroit
N\ A
\/ i

C

X -5 -2 4 6

| T

4[ Définition 26 ]

Soit f définie sur un intervalle I.
* M estle maximum de f surIsi f(x) <M pour tout x €I, et si M est atteint.
¢ m estle minimum de f surIsi f(x) = m pour tout x € I, et si m est atteint.
Un maximum ou un minimum est un extrémum.

Exemple 27

Sur [-5; 6], la fonction représentée ci-dessus admet :
e un maximum égal a 4, atteint pour x = —2;
e un minimum égal a —1, atteint pour x = 4.

Attention : I'extrémum est une image, tandis que I'abscisse indique ot il est atteint.

VI Signe d’un produit ou d'un quotient

Remarque VI.1. Premiére rencontre guidée. On relie ici les signes des facteurs a la position de la courbe
par rapport a I'axe des abscisses. Au chapitre 9, on construira ces tableaux de fagon autonome pour résoudre

des inéquations, en contrdlant le domaine et les valeurs interdites.



SECONDE GENERALE ET TECHNOLOGIQUE CHAPITRE 5

4[ Définition 28 }

Une fonction f est positive sur un intervalle I lorsque f(x) = 0 pour tout x € I. Elle est négative sur I
lorsque f(x) <0 pour tout x € I.

4[

—

1. Factoriser 'expression si nécessaire.

2. Déterminer les zéros de chaque facteur et les valeurs interdites.
3. FEtudier le signe de chaque facteur affine.

4. Appliquer la regle des signes sur la derniéere ligne.

Exemple 30 : Un quotient
Etudions le signe de
_ (x+1)(2x-3)

hlx) x—2

3
Son domaine est R ~ {2}. Les changements possibles ont lieu en -1, 7 et2.

3
2
x+1 - 0 + + + + +
2x-3 - - - 0 + + +
x—2 - - - - - 0 +
h(x) - 0 + 0 - interdit +
Ainsi, par exemple,
3
h(x)=20 < «x¢e€ I—l;z] U]2; +ool.
VII Résoudre et modéliser
VII.1 Choisir une méthode
) ©y. J/ — X T«
7, 4)=x°

\J
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4‘ Propriété 31 J

* Résoudre f(x) = k revient a chercher les abscisses des intersections de 6 avec la droite y = k.
* Résoudre f(x) < k revient a chercher ot € est sous la droite y = k.

* Résoudre f(x) = g(x) revient a chercher les abscisses des intersections de €y et €.

* Résoudre f(x) < g(x) revient a chercher ol €y est sous €.

Exemple 32
Sur la figure :
x> =x+2=xe{-1;2}, <x+2<=x€]-1;2[.

De méme, x> =2a pour solutions — \/5 et \/5, tandis que

2 <2 e xe]-v2;V2[.
4[ )
J

¢ La méthode graphique donne une vue globale mais souvent des valeurs approchées.

¢ La méthode algébrique donne des résultats exacts lorsqu’on sait transformer I'expression.

¢ La méthode numérique permet d’approcher une solution ou un extrémum inaccessible par un
calcul simple.

On peut combiner les méthodes : conjecturer graphiquement, démontrer algébriquement, puis approcher
numériquement.

VII.2 Un probléme d’optimisation

Exercice 34 : Une aire maximale

Un rectangle a un demi-périmetre égal a 6 cm. On note x sa

longueur.
1. Exprimer sa largeur et préciser les valeurs possibles de x. A(x) = x(6-x) 6—x
2. Montrer que son aire est A(x) = x(6 — x).
3. Déterminer l'aire maximale et les dimensions correspon- < . >

dantes.
La largeur est 6 — x, avec x €]0; 6[. De plus,

A(x)=x(6-x)=6x—x?>=9—(x-3)>2

Or (x —3)? =2 0, donc A(x) < 9. Le maximum vaut et est atteint pour x = 3. Le rectangle optimal est
donc un carré de co6té 3 cm.

4| A retenir

¢ Toujours préciser le domaine étudié.

e Une courbe y = f(x) relie chaque abscisse x a son unique image f(x).

¢ Une fonction affine relie formule, droite, taux d’accroissement, variations et signe.

¢ Le répertoire des fonctions de référence aide a comparer et a résoudre.

¢ Pour une résolution ou une optimisation, choisir entre lecture graphique, calcul exact et approxi-
mation numérique; reprendre le balayage de I'activité AN1 du carnet partagé.
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