TE SPE CHAPITRE 2

LIMITES DE SUITES

I Limite d’une suite

I.1 Limite infinie

4[ Définition 1 : Limite +oo }

On dit qu'une suite (u,,) tend vers +oo lorsque n tend vers +oo si tout intervalle de la forme [A ; +o0o[,
avec A un nombre réel, contient toutes les valeurs de u,, a partir d'un certain rang.
On note alors :

lim u, = +oo.
n—+oo

Remarque I.1. Cela signifie que les termes de la suite finissent par dépasser n'importe quel nombre réel fixé.
Avec des symboles mathématiques, on peut écrire :

VAeR, dINelN, Vmn=N, u,=A.
« Pour tout réel A fixé, il existe un rang N a partir duquel tous les termes de la suite dépasse le seuil A. »

Exemple 2 : Suites de référence de limite +oco

e lim n=+4oc0. e lim y/n=+o0.
n—+oo n—+oo \/_
e Pourtout p € N*, lim n? = +oo. e lim e" =+oo.
n—+oo n—+oo

—[ Définition 3 : Limite —oo J

On dit qu’une suite (u,,) tend vers —oco lorsque 7 tend vers +oco si tout intervalle de la forme | —oco; A],
avec A un nombre réel, contient toutes les valeurs de u,, a partir d'un certain rang.
On note alors:

lim u, = —oo.
n—+oo

Exemple 4 : Suites de référence de limite —oco

e lim —n=—-o0. e lim — = —o0.
n—+oo n—+oo \/_
e Pourtout p € N*, lim —n” = —oo. e lim —e" =-o0.
n—+oo n—+oo

Théoreéme 5 : Suites monotones non bornées }

1. Une suite croissante non majorée a pour limite +oo.

2. Une suite décroissante non minorée a pour limite —oo.

Démonstration. Démontrons le premier point.
Soit (u,,) une suite croissante non majorée. Soit A un nombre réel quelconque.
Comme la suite (u,) n’est pas majorée, il existe au moins un entier p tel que :
u,>A.
La suite (u,,) est croissante, donc pour tout entier n = p,ona:
Uy = U, >A.

Ainsi, a partir du rang p, tous les termes de la suite appartiennent a I'intervalle [A ; +oo].
On a donc bien:

lim u, = +oo.
n—+oo
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I.2 Limite finie

—[ Définition 6 : Limite finie }

Une suite (u,,) a pour limite un nombre réel ¢ lorsque 7 tend vers +oo si tout intervalle ouvert contenant
¢ contient toutes les valeurs de u,, a partir d’'un certain rang.
On note alors :

lim u, ="¢.
n—+oo

On dit que la suite (u«,) converge vers £.

Remarque I.2. Une définition équivalente avec des symboles mathématiques est :

Ve>0, INeN, Vn=N, |u,-/¢|<e.

« Pour tout réel € > 0, il existe un rang N a partir duquel tous les termes de la suite sont proche de ¢ ae pres. »

Exemple 7 : Suites de référence de limite 0

1 _ 1
" A= R Ry
. .1
* Pour tout p € IN¥, hIP —p=0. . hIP — =0.
n—+oo n n—+oo @

4[ Propriété 8 : Unicité de la limite }

Si une suite converge, alors sa limite est unique.

% Théoreme 9 : Convergence monotone J

1. Siune suite est croissante et majorée, alors cette suite converge.

2. Siune suite est décroissante et minorée, alors cette suite converge.

Remarque 1.3. Ce théoreme permet de prouver qu'une suite converge, mais ne donne en aucune maniere
la valeur de sa limite.

Exercice 10

On considere la suite (u,,) définie sur IN par :
uO = 1
1
un+1 = g un +4
1. Démontrer par récurrence que la suite (u,,) est majorée par 5.

Soit 7 € IN, on définit la propriété :
2, "u, <5".

n

Initialisation : Pour n =0, on a u, = 1 < 5. Donc &, est vraie.

Hérédité : Soit k € IN un entier fixé. On suppose que &7, est vraie, c’est-a-dire que u; < 5. Alors:
. +4< ! 5+4=5
Uy = = Uy < - =5.
A 5

Donc &7, est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € IN, u,, <5.
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2. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

Pourtoutne€IN,ona:

1 4 4
Upyr — Uy = gun +4-u, :4_gun = 3(5—14,1).

Or, d’apres la question précédente, u, <5, donc5—u,, = 0.

Ainsi u,,,; — u,, = 0, donc la suite (u,,) est croissante.

3. Conclure quant a la convergence de la suite (u,,).

La suite (u,,) est croissante et majorée par 5. D’apres le théoreme de convergence monotone, elle

converge.

Remarque I.4. 1l existe des suites qui n'ont pas de limite. Par exemple, la suite (u,,) définie par u, = (—1)"
prend alternativement les valeurs 1 et —1. Elle ne se rapproche donc d’aucun nombre réel et ne tend pas non

plus vers +oco ou —oo.

On dit qu’une suite diverge lorsqu’elle ne converge pas (vers une limite finie). En particulier, une suite qui
tend vers +oo ou vers —oo est une suite divergente.

II Opérations sur les limites

Soient (u,,), (v,) deux suites numériques définies sur IN, et ¢, ¢’ deux nombres réels.

II.1 Limite dune somme

4[ Propriété 11 : Somme de deux suites

Les regles suivantes permettent de déterminer la limite d'une somme.

lim u, l 14 l +00 —00 +00
n—+oo
lim v, 4 +00 —00 +00 —00 —00
n—+oo
lim (u,+v,) | €+ +00 —00 +00 —00 FI
n—+oo

tous les résultats sont possibles.

Exemple 12
Etudier la limite des suites suivantes.

1. u,=-n+3.

Ona lim (-n)=-ocoet lim 3 =3.Donc, par somme :

n—+oo n—+o0o

1
2. vn:—3+ﬁ,pourn>1.

lim u, = —oo.

n—+oo

1
Ona lim (-3)=-3et lim — =0.Donc, par somme:

n—+oo n—+oo 1

lim v, =-3.
n—+oo

Remarque I1.1. FI signifie forme indéterminée. Dans ce cas, on ne peut pas conclure immédiatement :
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3. w,=n*+n-10.

Ona lim n?=+oo, lim n=+ocoet lim (-10) = —10. Donc, par somme :
n—+oo n—+oo n—+oo

lim w, = +oo0.

n—+oo

II.2 Limite d'un produit

% Propriété 13 : Produit de deux suites }

Les regles suivantes permettent de déterminer la limite d'un produit.

lim u, ¢ +0 +00 0
n—+oo

lim v, 4 +00 +00 +00
n—+oo

lim u,v, 24 +00 +00 FI
n—+oo

| Remarque I1.2. Lorsque le tableau indique +oo, on utilise la régle des signes pour savoir.
Exemple 14

Etudier la limite des suites suivantes.

1
1. u, = (1 + 7) (-n+3). 2. v,=(-2n+1)/n. 3. w, =5n5.
n
1. Ona: 1
lim 1+—):1 et lim (-n+3)=-c0.
n—+oo n—+oo

V=
Donc, par produit :

lim u, = —oo.
n—+o0o

2. Ona lim (-2n+1)=-coet lim \/ﬁ:+oo.

n—+oo n—+oo

Le produit d'une suite qui tend vers —oo par une suite qui tend vers +oo tend vers —co. Donc :

lim v, = —oco.
n—+oo

3. Ona lim 5=5et lim n®= +oco.Dong, par produit: lim w, = +oo.
n—+oo n—+oo n—+oo

II.3 Limite d'un quotient

4[ Propriété 15 : Quotient de deux suites }

Les regles suivantes permettent de déterminer la limite d'un quotient.

lim uw, / l +00 0+0 +00 +00 0
n—+oo

lim v, 0'+0 +00 ¢’+#0 | 0"ou0” | 0" ou0" +00 0
n—+oo

.U, ¢

lim — — 0 +00 +00 +o00 FI FI
n—+oo U, 'z
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| Remarque I1.3. Lorsque le dénominateur tend vers 0, il faut connaitre son signe a partir d'un certain rang.

Exemple 16

Etudier la limite des suites suivantes.

-2 on

1. u, = 13"

>, pour n = 1.

n

1. Ona lim (-2)=-2et lim (n+3) = +o0. Donc, par quotient :

n—+oo n—+oo

lim u, =0.
n—+oo

2. Ona lim e" =+ooet:
n—+oo

. 2
lim (—1 3 —) =-1.
n—+oo n
Donc, par quotient :

lim v, = —oco0.
n—+o0o

I1.4 Formes indéterminées
4{ )
)

Les formes indéterminées rencontrées dans les tableaux précédents sont de la forme :

Ie’e) 0
+00 — 00, 0 x 0o, —_ —.
00 0

Dans ces situations, il faut transformer 'expression de la suite avant de conclure.

¢ Pour une somme contenant une forme indéterminée +oo — oo, on peut mettre en facteur le terme
qui tend le plus rapidement vers I'infini.

. o . oo 0 . .
* Pour un quotient contenant une forme indéterminée — ou o’ °on peut factoriser le numérateur et
o0
le dénominateur par le terme dominant, puis simplifier.

Exemple 18 : Somme avec forme indéterminée

Etudier la limite de la suite (u,,) définie sur IN par :
u,=n*-n+1.

Ona lim n?=+oo, lim (-n)=-ocoet lim 1=1.
I’I—_>+oo n—+oo . . . /n~+oo
On obtient donc une forme indéterminée +oco — oco.

On factorise par le terme dominant n? :

; 1 1
U, =n(l-—+—
n o n
Or: ]
lim n*=+c0 et lim (1——+—2):1
n—+oo n—+oo n n
Donc, par produit :
lim u, = +oo.
n—+oo
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Exemple 19 : Quotient avec forme indéterminée
Etudier la limite de la suite (u,,) définie sur IN par :

2+n
u, = .
3+4n

Ona lim (2+n)=+ocoet lim (3+4n) = +oo.
n—+oo

n—+oo

. . . .., ©OC
On obtient donc une forme indéterminée —.

o
On factorise par n au numérateur et au dénominateur :

Or:
. 2 . S
lim (—+1)=1 et lim (—+4):4.
n—+oo\ n n—+oo\ n

Donc, par quotient :

1
lim u, =—.
n—+oo 4

II Limites et comparaison

III.1 Pour les limites infinies

4[ Théoreme 20 : Théoreme de comparaison J

Soient (u,) et (v, ) deux suites telles que u,, < v, a partir d'un certain rang.
1. Si lim u, =+o0, alors lim v, = +oo.
n—+oo n—+oo

2. Si lim v, = —oo,alors lim u, = —cc.
n—-+0o n—+

Démonstration. Démontrons le premier point.
Soit A un nombre réel.

Comme lim u, = +oo, I'intervalle [A ; +oo[ contient toutes les valeurs de u,, a partir d'un certain rang .

. . n—+oo
Ainsi, pour tout n = ny, ona:

u, =A.

De plus, par hypothese, il existe un rang n, a partir duquel u,, < v,.
On pose N = max(ny,n, ). Alors, pour tout n = N,

v, = U, =A.

Donc l'intervalle [A ; +oo[ contient toutes les valeurs de v, a partir du rang N. Ainsi :

lim v, = +oo0.
n—+oo

Exemple 21

Etudier la limite de la suite (u,,) définie sur IN par :

u, =n*+(-1)".
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Pour tout n € IN,on a (—1)" = —1. Donc:
u,=n*+(-1)"=n*-1.

Or:

lim (n%-1) = +oo.
n—+oo

D’apres le théoréme de comparaison :

lim u, = +oco.
n—+oo

III.2 Pour les limites finies

4[ Théoreme 22 : Théoreme des gendarmes }

Soient (u,,), (v,) et (w,,) trois suites définies sur IN telles
que: + o,

* u, <v, <w, apartir d'un certain rang; Un

e lim u,= lim w, =¢, avec £ un nombre réel.

oF----- e

n—+oo n—+oo ;T n
Alors la suite (v,) converge et : + T
lim v, =¢.
n—+oo
Exemple 23

Etudier la limite de la suite (v, ) définie, pour tout entier n > 1, par :

_ cos(n)

oV

Pourtoutn>=1,ona:
—1<cos(n)<1.

Comme /7 > 0, on obtient :
1 cos(n) 1

—ﬁ< \/ﬁ <ﬁ.

Or:
1 o 0 et 1 L 0
n—lvr-Poo _\/ﬁ B ¢ nlr-Poo n B
D’apres le théoreme des gendarmes :
lim v, =0.
n—+o0o

IV  Comportement d’'une suite géométrique

Propriété 24 : Inégalité de Bernoulli ]

Soit @ un nombre réel positif.
Pour tout entier naturel n,
(1+a)"=1+na.
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Démonstration. On démontre cette propriété par récurrence.
Soit n € IN, on définit :
P, :"(1+a)"=z1+na".

Initialisation : Pour n =0,o0n a:
(1+a)’=1 et 1+0a=1.

Donc &£, est vraie.
Hérédité : Soit k € IN un entier fixé. On suppose que &, est vraie, c’est-a-dire :

(1+a)*=1+ka.
Comme a =0,onal+a >0.0n peut donc multiplier 'inégalité par 1 + a:
l+a)'=>1+ka)1+a)=1+(k+1)a+ ka?.

Or ka? =0, donc:
A+a)**' =21+ (k+1a.

Donc #,,, est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € IN,

(1+a)*=1+na.

O]
4[ Propriété 25 : Limite de g" }
Soit ¢ un nombre réel.
Condition sur g | Comportement de la suite (g")
s n _
qg>1 ngrPooq = +00
g=1 lim g" =1
n—+oo
— 1 n —
1<g<l1 nglllwq 0
qg<-1 La suite (g") n'a pas de limite
Démonstration. Démontrons le cas ot g > 1.
Puisque g > 1, il existe un nombre réel a > 0 tel que :
qg=1+a.
Ainsi :
q" =(1+a)".
D’apres I'inégalité de Bernoulli :
q"=(0+a)*=1+na.
Ora>0,donc:
lim na=+oco etdonc lim (1+na)=+oo.
n—+00 n—-+00
D’apres le théoreme de comparaison :
lim g" = +oo.
n—+oo
O
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Exemple 26

1. Etudier la limite de la suite géométrique (u,,) de raison 4 et de premier terme u, = —7.

. 1
2. Etudier la limite de la suite géométrique (v, ) de raison = et de premier terme v, = 5.

Pourtoutn € IN,ona:

u, =-7x4"
Comme4 >1,ona lim 4" = +oc0.
n—+oo
Donc, par produit :
lim u, = —oco.
n—+oo

Pourtoutn>=1,ona:
1 n—1
v, = 5(——) .

1
Comme—1<—§ <l,ona:

Dong, par produit :
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